Maestria en Ciencias con Especialidad en
Computacién y Matematicas Industriales
Proceso de admision 2024
Centro de Investigacion en Matematicas (CIMAT), A.C.
Examen de Matematicas
(Tiempo: 3 horas)

Nombre:

Fecha:

Instrucciones:

Escriba lo mas claro posible para que al digitalizar las respuestas sean legibles.

Escriba su nombre en cada hoja.
= Resuelva cada problema en hojas independientes.

Justifique lo mas precisamente posible todas sus respuestas, el procedimiento es importante y es tomado
en cuenta en la evaluacién.

Problema 1 [ 1 puntos |
Una matriz cuadrada () de tamano n x n se dice ortogonal si su inversa es igual a su transpuesta,

es decir Q' = Q7. Sea u € R™ tal que ||ullz = 1. Demostrar que la matriz Q := I,x, — 2uu' es
stmétrica y ortogonal.

Solution: Para que Q sea ortogonal se debe cumplir que Qf = Q~! y para que sea simétrica se
debe cumplir que Q = Q. Entonces, si cumple ambas condiciones cumple que Q2 = I. Notemos:

QT = (I[ — 2uuT>T

T
=I1-2 <uuT)

=I-2uul=Q




Q es simétrica. Veamos que cumple Q% =1 :

Q? = (]I — 2uuT> <]I — 2uuT)
=T — 4uu’ + 4u ulu uf
—~—
=lull2
=T+ duu’ (JJuly — 1)
lullo =1 =1

Tiempo estimado: 15 min

Problema 2 [ 1 puntos |
Para reforestar un bosque parcialmente destruido por un incendio, Pepe empieza a sembrar arboles.
Cada mes, como llega a mejorar su técnica, logra sembrar 10 arboles més que en el mes anterior.
Después de 5 anos exactamente, llega a un total de 19500 arboles sembrados. ;Cudntos arboles ha
sembrado durante el primer mes?

Solution: Version inicial (con bug!)

Sea n el numero de arboles sembrados el primer mes. El segundo mes, Pepe siembre n + 10, el
tercero n + 20 etc. Al final de los 5 anyos, habrd sembrado:

59 59
D (n+10i) =60n+10) i =60n+ 10 x 59 x 30 = 60n + 17700.
=0 1=0

Buscamos n tal que 60n + 17700 = 8370 por lo que

n = —9330/60 = —155,5

Versién corregida: 8370 remplazado por 19500

59 59
> (n+10i) = 60n + 10> i =60n+ 10 x 59 x 30 = 60n + 17700 = 19500.
=0 =0

Por ende
n = 1800/60 = 30.

Tiempo estimado: 15mn

Problema 3 [ 1 puntos |
Consideremos la parabola de ecuacién:
Y = z? — 8.

Entre todas las tangentes a esta pardbola, determinar cual(es) de ella(s) pasan por el punto (5,1).
Dar su(s) ecuacién(es).



Solution: Describiremos los puntos de la parabola como:
(a,a —8).
Las tangentes a estos puntos son de la forma:
y = (2a)z +c,

y como pasan por el punto (a,a® — 8),

a> —8=2d*+c¢
entonces ¢ = —a® — 8. Las ecuaciones de las tangentes son entonces:

Yy = 2ax — a’ — 8.
Ahora, entre todas estas tangentes, queremos una(s) tal que

1=2ax5—a*-38.
Por ende:
a>—=10a+9=0=(a—1)(a —9).

Por ende, tenemos dos de esas tangentes:

1. En a =1, es la de ecuaciéon y = 2x — 9.

2. En a =9, es la de ecuacién y = 18z — 89.

Tiempo estimado: 20mn

Problema 4 [ 1.5 puntos |
Una funcién f: R™ — R diferenciable de orden 2 se dice conveza si satisface que su matriz hessiana
(la matriz cuadrada que contiene todas las derivadas parciales de orden 2 de la funcién) es semidefinida
positiva en todos los puntos de R™. Recordamos que una matriz A de tamano n x n es semidefinida
Cal

positiva si V(up - up) € R™ @ (ug -+ up) A : >0

Un

Una propiedad de las funciones convexas es que sus puntos criticos son minimos globales.

1. Sean a,b, c € R tales que (a,b) # (0,0). Determinar los valores n € N por los cuales la funcién
f(@,y) = (az + by + )",

€S convexa.

2. Determinar, si existen, los minimos globales de f.



Solution: 1. Sea H f(x,y) la matriz hessiana de f en el punto (x,y).

Sin =1, tenemos
Hiy)=( o o (1)
Sin > 2, tenemos

[ a®n(n—1)(az+by+c)" 2 abn(n—1)(ax + by + c)" 2
Hf(z,y) = < abn(n —1)(ax +by +¢c)"2 b*n(n—1)(az + by + c)" 2 > '

Sea (u,v) € R%. Tenemos

(uv)H f(z,y) < Z ) = n(n —1)(az + by + ¢)" %(au + bv)%.

A partir de (1) y (2), deducimos que (u v)H f(x,y) ( Z ) > 0 para cualquier punto (z,y) si

n =1 o si n es un ndmero par.

2. Tenemos

g _ n—1 87f _ n—1
e (z,y) = an(ax + by + ¢) Dy (x,y) =bn(ax +by+c)" .

Sin =1, f no tiene puntos criticos, asi que f no tiene minimos globales.
Por otro lado, si n > 2, los puntos criticos son los puntos (z,y) que satisfacen

ax +by+c=0.

Esos puntos criticos son minimos globales si n es par pues f es convexa (ver 1.). Si n es impar,
esos puntos criticos no son minimos globales pues

limy—s_oo f(x,y) = —00.

Tiempo estimado: 15mn

Problema 5 [ 1 puntos |
Suponga que xg es una solucién particular del sistema de ecuaciones Ax = b, donde A es una matriz
rectangular y x, b son vectores. Demuestra que el conjunto de todas las soluciones del sistema Ax = b
es:

S ={z| Az =1b}
={x|x=x0+h, donde h € N(A)}
=1x9+ N(A) +— Notacién

NOTA: N(A) es el espacio nulo o kernel de A.

Solution: Si z € S, entonces Az = b. Como también Axg = b, entonces Ax = Azxg, de donde
A(x —x9) = 0y por lo tanto x — zg € N(A); haciendo h = = — z¢ se tiene z = x9 + h con
h e N(A).




Reciprocamente, si x € x¢g + N(A), entonces x = xo + h para algin h € N(A); entonces Ax =
A(xo+h) =Axg+ Ah =b+0=>. Luego, x € S.

Tiempo estimado: 10 min

Problema 6 [ 2 puntos |
La ruta de un tren se define como el conjunto de puntos (lugar geométrico) que equidistan del punto
A(0,6) y el punto B(5,1) en un plano cartesiano. Supongamos que te encuentras en el punto C(0,0).
1. ;Cudl es la distancia minima que debes recorrer para intersectar la ruta del tren?

2. (Cuales son las coordenadas del punto de interseccién?

Solution: Sea P(x,y) un punto cualquiera que equidista de los puntos A y B, entonces:

dist(P, A) = dist(P, B)

donde dist(-,-) es la distancia euclideana entre dos puntos. Asi tenemos:

V(@ =02+ (y—62=(x—5)?2+(y—1)?
(-0 +(y—6)°=(z—57>+(y—1)?
2?2+ —12y+36 =22 —100+25+¢> — 2y +1

224y —12y+36—22 +100 —25—¢> + 2y —1=0

Reducimos términos semejantes

10z — 10y + 10 = 0

Simplificamos y obtenemos la ecuacién de la recta (lugar geométrico) que equivale a la ruta del
tren:
r—y+1=0

y=xz+1
Para resolver los puntos 1 y 2 se puede hacer de dos maneras:

» Forma Analitica

Sabemos que la distancia mas corta de un punto a una recta esta dada por la linea per-
pendicular entre el punto y la recta. Dado que la ruta del tren tiene pendiente m = 1, la
linea perpendicular a ella va tener pendiente inversa negativa. De tal manera el conjunto de
rectas rectas perpendiculares esta dado por:

y=—-x+b




Sabemos que esta linea debe pasar por el punto C(0,0), sustituyendo tenemos que

b=0

Ahora encontramos el punto de interseccién entre ambas lineas resolviendo el siguiente
sistema de ecuaciones:

r—y = -1
r+y = 0
Asi tenemos que
20 =1
x=—1/2
Sustituyendo en la segunda ecuacion
y=1/2

Entonces el punto de interseccién esta dado por:

Z=(-1/2,1/2)

Y la distancia minima esta dada por:

dist(C,Z) = /(0 —1/2)2 + (0 +1/2)2
dist(C, Z) = \/1/4+1/4
dist(C,Z) = \/2/4
dist(C,Z) = V2/2 =1/V2

Forma Geomeétrica

Si tomamos encuentra que el punto C' esta en el origen y que la interseccién del lugar
geométrico con los ejes coordenados es en los puntos M (0,1) y N(—1,0). Entonces el trian-
gulo MCN es un triangulo rectangulo asécieles con longitudes de hipotenusa /2 y 1 para
catetos. Utilizamos la formula del area:

Es facil calcular el area del triangulo si tomamos como base un cateto y la altura el otro

cateto,
A=1/2

. Ahora, si tomamos como base del triangulo la hipotenusa, y altura nos dard la distancia
que queremos. Asi que sustituimos

V2 x h
2

1/2 =

Despejamos y tenemos que la distancia de interseccion es:




h=1/V2

Por otro lado, tomando en cuenta las propiedades de la triangulo rectdngulo asécieles, el
punto de interseccién estaria dado en el punto medio de la longitud de la hipotenusa. El
punto medio esta dado por la siguiente ecuacion:

r1+ X2 y1+y2>

PM = ( :
2 2

Sustituimos para enconrear el punto de interseccion, y para nuestro caso es:

-1 1
pu =22t 12D,
2 2
-1 1
PM=(53)

Tiempo estimado: 20min

Problema 7 [ 1.5 puntos |
Para n € N, definimos:

1. ;jQué vale 117
2. (Qué vale I5?
3. Usando dos formas de expresar I,42 e integracién por partes, mostrar que para cualquier n € N:

n-+1
I,.
n+2"

In+2 =

4. (Para 0.5 puntos extras) Deducir una formula explicita para I,, por cualquier n € N.

Solution:
1. I} = [? sin(z)dz = [—cosz]¢ = 1.

2. Por partes, I = [(—cosz)sinz]é — [ (—cos’z)dz = 0+ [? (1 — sin®z)dz = 5 — I. Por
ende, 2[2 = % y _[2 = %

3. Escribimos I,+2 de dos maneras distintas. Primero:

Inio = /2 sin?(z) sin™(x)dx = /2 (1 — cos®(x)) sin"(z)dz = I, — /2 cos?(z) sin™(x)dz.
0 0 0

Por otro lado,

VE]

I4o = /2 sin(z) sin" ™! (z)dz = [(— cos z) sin”“(m)}é —/ (—coszx)(n+1) coszsin" (z)dz,
0 0




entonces:

s

2
In+2—0+/
0

Al usar las dos formulaciones, deducimos:

Ju

cos? z(n + 1) sin"(z)dz = (n + 1) /2 cos® sin”(z)dx.
0

Iny2 = (n+1)(In — Int2)

y
n+1
Ihyo = I,.
n-+ ’I’L—|—2 n
4. Con los puntos anteriores, tenemos manera de resolver cualquier I,, pero necesitamos dis-
tinguir:
= 7 par:

(2p—1x(2p—3)x.x3  (2p)x(2p—1)x(2p—3)x..x3x2m

L = oy X 2 — D) x o x 2(2) 2 2771 (p!)]? x 2 4

por lo que
_ (2p)!
2 = omrt(pn2”

= 71 impar:

I _ 2(p) x 2(p — 1) x ... x 2(1) I (2eph)?  2%(p!)?
T oy )(2p -1 x(2p—3)x..x3 " @+ (2p+ 1)

Tiempo estimado: 35mn

Problema 8 [ 1 puntos |

i Cuantas soluciones reales distintas tiene la ecuacién siguiente?

(z? —2)%2 = 5)2 =0.

Solution: Al primer nivel, podemos tener:
» (22 -2)2-5=3.
» 0 bien (2 —2)2 -5 = 3.

La primera de estas dos ecuaciones llevaria 22 —2 = +21/2, que nos darfa solamente dos soluciones

reales (ya que 2 — 2v/2 < 0), +v/2 4+ 21/2. La segunda equivale a 2> — 2 = £+/2 que nos da en
total cuatro més soluciones reales +1/2 + /2. Por ende tenemos 6 soluciones reales distintas
en total.

Tiempo estimado: 20mn




